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Fonction exponentielle

Définition & propriétés = Equations & inéquations = Croissances comparées
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1 @ Pourquoi étudier I'exponentielle ?

1.1 Le probleme fondamental

Quelle fonction vérifie f/ = f ? Plus précisément : existe-t-il une fonction égale a sa propre dérivée ? Cette
question, a priori trés abstraite, surgit naturellement dés qu'on modélise la réalité.

o L 2 8

Biologie Finance Thermique

Radioactivité ) intéréts loi de N
N/(£) = —AN(t) croissance A EE Nl

bactérienne composés du refroidissement

En physique : la décroissance radioactive obéit & N'(t) = —AN(t), dont la solution est N(t) = Nge L.
Le carbone 14 (A ~ 1,21 x 104 an_l) permet de dater des fossiles jusqu'a 50 000 ans.

En biologie : une population de bactéries double toutes les 20 minutes. Aprés t minutes : N(t) = Ny -
ot/20 _ No etIn2/20

En finance : un capital Cy placé au taux annuel r avec intéréts composés continus vaut C(t) = Cpe'

aprés t années.

En thermique : la loi de Newton donne T(t) — Tamp = (To — Tamp) € Kt : le café refroidit exponentiel-
lement.

1.2 L’idée directrice

4 )
L’idée directrice :

L'exponentielle est I'unique fonction égale a sa propre dérivée et valant 1 en 0.
Elle transforme les sommes en produits, croit plus vite que tout polynéme,
et modélise tout phénomene de croissance ou décroissance proportionnelle.
. J

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de |'analyse. »
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2 &P L’idée avant la formule

2.1 La fonction qui est sa propre dérivée

Imagine une fonction dont la vitesse de variation est égale a la fonction elle-méme :
f(x) = f(x)

Quand f est grande, elle croit vite — elle devient encore plus grande — elle croit encore plus
vite...C'est I'emballement exponentiel. Le seul frein : quand f est proche de 0, elle varie peu.

fl=f
f est grande —————> f’ est grande

v

f croit vite

2.2 La croissance exponentielle au quotidien

Légende : Sissa demande 1 grain de blé sur la 1™ case, 2 sur la 2%, 4 sur la 3°.. 203 sur la 64¢.
Total : 204 -1 ~ 1,8 x 1019 grains &~ 700 milliards de tonnes. Plus que toute la production mondiale

cumulée.
Morale : la croissance exponentielle dépasse trés vite toute intuition linéaire. C'est ce que forma-

lisent les croissances comparées.

2.3 Sommes — produits

L'exponentielle « transforme les sommes en produits » :

a+b b

e’ =e? xe
C'est la propriété symétrique de celle du logarithme (In(ab) = Ina+1In b). L'une est la réciproque
de I'autre.
Conséquences immédiates :
- oor a—b €
— Soustraire — diviser : e =
e

— Multiplier — puissance : e"? = (e?)"

— Opposé — inverse : 77 = —
e

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de |'analyse. »
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2.4 Graphiquement

Quelques repeéres utiles :
X \ -3 2 1 0 1 2 3
e \ ~005 ~014 ~037 1 ~272 ~739 =~?201

— La courbe passe par (0,1) et (1,e).

— Tangente en (0,1) : y = x + 1 (pente = &0 = 1).

— Asymptote horizontale y = 0 en —oo : |la courbe « colle » a I'axe des x a gauche.
— En +o0 : explosion verticale.

— La courbe est toujours au-dessus de sa tangente en 0 (eX > x + 1).

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de |'analyse. »
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3 & Le cours formel

3.1 Existence et unicité

W Théoréme | Théoréme fondamental (admis)

Il existe une unique fonction f : R — R vérifiant :

fl=f et f(0)=1

Cette fonction est appelée fonction exponentielle, notée exp ou x — eX.

A Attention | Pourquoi la condition f(0) =17

Sans elle, g = 0 (la fonction nulle) conviendrait aussi (g’ = 0 = g). Plus généralement, si f' = f
et £(0) = C, alors f(x) = Ce*. La condition f(0) = 1 sélectionne la « bonne » fonction.

® Propriété | Conséquences immédiates du théoréme

1. ¥ =1 (condition initiale).
2. (eX)" = e* (I'exponentielle est sa propre dérivée).

3. € > 0 pour tout x € R (la fonction ne s'annule jamais).

»? Démonstration | Dee* >0

Posons g(x) = e - e X. Alors g/(x) = & -e X +eX-(—eX) = 0. Donc g est constante :
g(x) = g(0) = eV -e¥ = 1. Ainsi e -e™% = 1 pour tout x, ce qui prouve que e # 0 pour tout x (et
méme que X = eEx > 0 si I'on sait que X est a valeurs réelles).

3.2 Le nombre e

E Définition | Le nombre e

On définit le nombre e comme la valeur de la fonction exponentielle en 1 :
e = exp(l) ~ 2,718281828459...

e est un nombre irrationnel (et méme transcendant : il n’est racine d'aucun polynéme a coefficients
entiers).

® Propriété | Approcher e

1 im (14 2)" s ,
.e= n_;r_poo( + E) (intéréts composés)
+00
1 1 1 1
2. e= — =141+ - Z ... 7 . tie
€ kz_% Kl titstgtagt (série entiere)

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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3. 2,718 < e < 2,719

@ Exemple | Intéréts composés

Tu places 1000 a 100% par an. Si les intéréts sont versés :
— 1 fois/an : 1000 x 2 = 2000
— 12 fois/an : 1000 x (1 + £5)? ~ 2613
— En continu (n — o0) : 1000 x e ~ 2718

C'est I'origine historique de e (Jacob Bernoulli, 1683).

3.3 Relation fonctionnelle

% Théoréme | Propriété fondamentale

Pour tous a,b € R :

e?th — e x &P

L'exponentielle transforme les sommes en produits.

__ »® Démonstration | Exigible au bac

Fixons a € R et posons g(x) = eaTX . e™X

g/(X) — ea+x e X ea+x . (_e—X) — ea+x e X — ea+x e X =0.
Donc g est constante : g(x) = g(0) = e? - = ¢?.
En particulier pour x = b : e@tb . e7b —e3 d'ol e?tP = e2. &b,

® Propriété | Propriétés algébriques complétes

Pour tous a,b € Rettout ne 7 :

1. e3thb —¢3.¢b somme — produit
p
1
—a_ .
2. e79= = (opposé — inverse)
ea
3. e? b = 5 (différence — quotient)
e
4. (e?)"=eM (puissance)
5. Ve = /2 racine — moitié de I'exposant
p

¥ Démonstration | Des propriétés 2 a 5

2.e7. 738 =e3(-3) =0 — 1 donce? = ela'

—-b _ —b b__ é°
3. e3 b — gat(-b) —:—b.

a
e
4. Pour n € N* : (e7)" = e .e?...e? = 21313 — M Pour n =0 : (e?)? =1 = 0. Pour

- €

n<0:(e)=3t_-=_L_—en

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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5. (e?/2)2 = e22/2 — &2, donc ?/2 = \/e3 (car ?/2 > 0).

8/26

@ Exemple | Simplifications types

l.e3. e l=e31=¢2
ed
RN 2= e5x—2x e3X
e2x :
3 (e2X)3 — ebx
2
4. X . X =e?* (attention : X - eX # e I).
1
— a3
5 — = e
6. Ve2x+1 — o(2x+1)/2 _ x+1/2

A Attention | Erreurs fréquentes sur I’exponentielle

— e@tb £ e2 y &b (C’est un produit, pas une somme!)

— e?.eP £ (le produit des exposants — somme, pas produit)
b

— (e?)P = e mais e(@") £ (e?)P en général
2

— (e¥)? = &2, mais &~ # (&X)?

— ¢&* n’est jamais négatif ni nul : e > 0 toujours

3.4 Signe et position par rapport a 1
® Propriété | Signe de ¥ — 1

Pour tout x € R :
— X <lsix<0
— X =1six=0

— X >1six>0

»? Démonstration

eX est strictement croissante (car (eX)' =eX > 0) et e = 1. Donc x < 0 = X < &0 =1, etc.

3.5 Etude compléte de la fonction exponentielle

® Propriété | Variations et tableau complet

exp est dérivable sur R, (eX)’ = eX > 0 : strictement croissante sur R.
exp est convexe sur R : (eX)” =X > 0.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de I'analyse. »
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® Propriété | Conséquences de la stricte croissance

Pour tous a,b e R :
—ei=eb —= a=b (injectivité)
—e?<el —= a<p (comparaison sans changement de sens)
— e?<el —= axb

Autrement dit : on peut « passer a |'exponentielle » dans une égalité ou inégalité sans changer le

sens.

® Propriété | Convexité et inégalité fondamentale

Pour tout x € R :

avec égalité si et seulement si x = 0.

_ »® Démonstration

Posons f(x) =eX —x—1. f/(x) =X = 1. f/(x) =0 <= x=0. f/(x) <0 pour x <0, f'(x) >0
pour x > 0 : minimum en x = 0.

f(0)=1—-0—1=0. Donc f(x) > 0 pour tout x, i.e. € > x + 1.

Interprétation géométrique : la courbe y = X (convexe) est toujours au-dessus de sa tangente en
(0,1), quiest y = x + 1.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de I'analyse. »
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3.6 Limites de référence

W Théoréme | Limites fondamentales

lim =0 lim e = +o00
X——00 X——+00

L’axe des abscisses (y = 0) est asymptote horizontale en —oc.

»? Démonstration

En +oo : de ¥ > x + 1 (pour tout x), on déduit e¥ — +oo quand x — +o0.

. — X _ —t__ 1 1
En —oco : posons t = —x — +00. ¥ =e _gf—>—+oo_o_

® Propriété | Taux d’accroissement en 0

CoeX -1
lim
x—0 X

=1

) 0+h_ 0 h_
C'est le taux d'accroissement de exp en 0 : &——% = %7—1 — exp/(0) =¥ = 1.

@ Exemple | Utilisation du taux d’accroissement

3x_1 3x_1
lim & = — im3.5 - —3x1=3.
x—0 X x—0 3x
e'—1

En posant u=3x —0: — 1, donc la limite est 3.

u

3.7 Croissances comparées

W Théoréme | Croissances comparées — le résultat fondamental
Pour tout n € N :
X
lim — =400
x——4o00 x1

En 400, I'exponentielle croit plus vite que tout polynéme. On dit que e* domine x".

_ p® Démonstration | Exigible au bac

. - X Ve 7 1 7 -
Il suffit de montrer limy o0 S~ = 400 (le cas général s'en déduit).
0:

De X > x + 1, on déduit, pour t > et > 1+t, donc et/2 >1+ 5 et en élevant au carré (tout
est positif) :
2 t2
t_ (ol/2)2 5 AR
et =(e°) > (l—i— 2) Z 7

~

l\e
D'ou & >

- — +00.

D+

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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® Propriété | Variantes des croissances comparées

X
1. lim — = 400 pour tout n € N
x—~+00 X"
2. lim x"e* =0 pourtout n € N
X——00
3. lim x"e ™ =0pourtout neN
X—>+00
aX
4, |lim — =+4ocopourtouta>0,neN

x—+o00 xN

11/26

(¢* bat tout polynéme)
(en —oo aussi)

(équivalent au précédent)

»? Démonstration | De la variante 2

n n
Posons t = —x — +o00. x"eX = (—t)"e"t = (-1)"- %E. Or éf — 0 par la croissance comparée
fondamentale. Donc x"eX — 0.

@ Exemple | Applications des croissances comparées

X——+00

. lim x2eX =0.
X——00

w

) e2X
4. xLToo 2100 = +00 (o = 2 bat tout n).
) X — x2 . 1—x2/ex 1-0
5. Ilim = lim — =
x—+oo eX + x 1+ x/eX 14+0

1.

A Attention | Hiérarchie des croissances

En +o0, du plus lent au plus rapide :

Inx < x% < e*
-~ o

le plus lent puissance exponentielle

~—~
encore plus

« L'exponentielle gagne toujours. » C'est la regle a retenir pour les limites.

8 Dérivée de e

® Propriété | Dérivée d’'une composée

Si u est dérivable sur /, alors eV est dérivable sur [ et :

(eU)/ — u/ eu

»? Démonstration

1. lim (x%2 —3x)e ™™ =0 (le e écrase le polynome).
x—>+oo( ) ( poly )
X X
2. lim & —x3 =400 car & — x3 :X3(573 —1)et %’5 — +00.
3.

Regle de la chaine : (/)Y = exp/(u(x)) - v/(x) = ™) . //(x).

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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@ Exemple | Dérivées a connaitre

xeX) = (1+ x)eX (produit + chaine)

(
(
(
— (e_X2/2)' — xeX/2 (apparait en probabilités : loi normale)
(
(x2e™) = (2x — x?)e ™ = x(2 — x)e™*

® Propriété | Primitive de e~

/eX dx =e* + C.
Plus généralement : /u’(x) () dgx = ™) 4+ .

Retiens : quand tu vois u’eY, c'est e.

3.9 Equations et inéquations avec I'exponentielle

Stratégie 1 : se ramener a e = eB. Utiliser I'injectivité : eA = ef «— A=B.

Stratégie 2 : poser X = €X. Transformer en équation polynomiale en X (avec X > 0).
Stratégie 3 : passer au In. Si ef(X) = k avec k > 0, alors f(x) = Ink. Si k <0 : pas de solution.

@ Exemple | Equations résolues

l.e2X l—et3 0 2x—1=x+3 < x=4

2. e?X — 5 46 = 0. Posons X = & > 0. X> ~5X+6 =10, (X —2)(X-3) =0, X =2 ou
= 3. Donc x =1In2 ou x =In3.

3.2 4+eX—2=0.X=e>0X>4+X-2=0,(X+2)(X-1)=0 Seul X =1>0:
x=In1l=0.

4.3 =7 + & =4 < x=In{=In7-In3.

x

Comme exp est strictement croissante :

Pas de changement de sens. Et ¢X > 0 toujours, donc on peut diviser par e sans changer le
sens.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de I'analyse. »
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@ Exemple | Inéquations résolues

l.e2x1>ed = 2x—-123 x>2.5=1[2 +o0.
2. <5 < x<In5.S=]—00,In5].

13/26

3.6 -3 —4<0. X=e>0 X2-3X-4<0, (X—-4)(X+1) <0, soit -1 < X < 4.

Comme X >0:0< X <4, ie. <4 x<Ind=2In2. S=]—00,2In2].

3.10 Fonctions a* et exponentielle de base a
@& Définition | Exponentielle de base a

Poura>0etx e R :

X xIna
a =

[0}

En particulier : 2% = exIn2 10X = xIn10 ( )X — e—xIn2

N|—=

® Propriété

(&) = Ina-a*. En particulier (2X)' =1In2-2%.

»? Démonstration

=& donc (a¥) =Ina-eX"2 =1Ina- 2"

@ Exemple

In> = logy 5 ~ 2,32.

X =5 & N2 -5 « xIn2=In5 2
ty) =2Ny = td:¥'

Temps de doublement : si N(t) = Ngekt, alors N

X
I
=1

—~

3.11 Equations différentielles y' = ay
W Théoréme | Equation différentielle y' = ay

Les solutions de y’ = ay (a € R) sont les fonctions :

y(x)=Ce®™| ou CeR

Avec condition initiale y(0) = yp : unique solution y(x) = yge.

_ p? Démonstration | Exigible au bac

Vérifions que y(x) = Ce?® est solution : y'(x) = Cae® = a- Ce® = ay(x).
Unicité : Soit y une solution. Posons g(x) = y(x)e™9X.

g'(x) =y (x)e”™ +y(x)(~a)e = e *(y'(x) — ay(x)) = 0

car y' = ay. Donc g est constante : g(x) = g(0) = y(0) = C. D'od y(x) = Ce?.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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@ Exemple | Applications

Radioactivité : N'(t) = —AN(t), N(0) = Ng = N(t) = Npe L.
Demi-vie : N(ty/5) = NQQ = tyjp = '—"r2 Pour le carbone 14 : t; /; &~ 5730 ans.
Refroidissement : T'(t) = —k(T(t) — T,), en posant u = T — T, : v = —ku, u(t) = (Tg —

Ta)e kt.

A Attention | Ne pas confondre y' = ay et y/ = ay + b

y' = ay + b n'est pas au programme de Terminale (elle le sera en prépa). Mais la méthode est
similaire : la solution est y(x) = Ce? — g.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de |'analyse. »
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4 &k Boite a outils — Réflexes pour le bac

1. € > 0 toujours : le signe d'une expression avec e* dépend du reste, pas de e*.
2. Factoriser par e* : f(x) = (ax + b)e* = le signe de f est celui de ax + b.
3. Croissances comparées : en +00, €* bat tout polyndme. En —oco, x"eX — 0.
4. Poser X = X : dés que tu vois e2X = (ex)z, pense changement de variable.
5. Dériver e” : n'oublie pas le v/ devant : (e”)’ = u'e".
6. Primitiver u/e” : c'est e’ + C.

Tu lis dans I'énoncé. .. Tu penses a. ..

« résoudre ef(¥) = e8(x) , f(x) = g(x) (injectivité)

«eX 4. X 4+...=0» poser X =¢e* >0

« croissance/décroissance exponentielle »  y' = ay, y = Ce?

« demi-vie, temps de doublement » t= %

« F(x) = P(x)e8() dérivée produit + (e) = u'e!

« limite de P(x)e* » croissances comparées

« tangente a la courbe de X » y = f'(a)(x — a) + f(a) avec f'(a) = e?

Ecrire e?t0 = e? + eP. C'est un produit : e?t? =2 . eb.
Dire que X peut étre négatif ou nul. Jamais : €€ > 0 pour tout x.

Oublier v/ dans (e)'. (e3¥) = 3e3¥, pas 3*.

2
Confondre ¢*~ et (eX)% = e?¥. Dessine I'arbre de la composition pour éviter.

oo @

Oublier X > 0 en posant X = e*. On élimine les racines négatives.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de I'analyse. »
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Résultat Formule
Définition (eX)' = eX, €9 = 1 (unique solution de f' = f, £(0) = 1)
Relation eath _ ga . ob
fonctionnelle
Dérivée composée | (e!) = u'e”

Limites lim_soe* =0, limjyo X = +00
Taux h_
: . eh1—>1quandh—>0
d’accroissement

Croiss. comparée

< — +00,

x"e™ — 0 en +o0

Inégalité
fondamentale

eX >

x + 1 pour tout x

Eq. diff.

y' =ay = y = Ce™

Base a

¥ =

exlna’ (aX)/ —Ina-a*

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de |'analyse. »

16 /26
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5 & Exercices

Exercice 1 — Simplifications

Simplifier sans calculatrice :

a) e2 . e3 d) eIn7
5
b) S e) Vb
e
C) (e—1)4 f) e2In3—|—|n4
Exercice 2 — Equations élémentaires

Résoudre dans R :
a) e 2=-1

b) e = et

c) eX =5

d) 3¢ -12=0

Exercice 3 — Inéquations élémentaires

Résoudre dans R :
a) e 1>1
b) e ¥ < &3
c) X <7
d) e’ > e

Exercice 4 — Equations avec changement de variable

Résoudre dans R :
a) e —5eX +4=0
b) e2X +3eX —10=0
c) 26> —7eX4+3=0
d) 4 -3.2X-4=0

Exercice 5 — Dérivées

Calculer la dérivée :
a) f(x) = x%e
b) g(x) = (3x — 1)e™%

C) h(X) _ ex2—3x+1
eX
d) /<(><)—XJrl (x #-1)
Exercice 6 — Limites
Calculer :
a) X_I';Too(x3 —2x)e™ %
b) xﬂToo(Xz + 1)

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la plus belle propriété de 'analyse. »
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Exercice 7 — Etude de f(x) = xe™ ¥

a) Déterminer les limites en —oo et +o0.

b) Calculer f/(x) et dresser le tableau de variations complet.

c) Déterminer I'équation de la tangente en x = 0.

d) Montrer que I'équation f(x) = k a exactement deux solutions si et seulement si 0 < k < %.

Exercice 8 — Etude de f(x) = (1 — x)eX

a) Limites en +o0.

b) Dérivée, variations, maximum.

c) Position par rapport a I'axe des x.

d) Equation de la tangente au point d'inflexion.

Exercice 9 — Inégalité ¢* > x + 1

X

a) Démontrer que e x 4+ 1 pour tout x € R.

>
X >

2
b) En déduire que e¥ > 1+ x + % pour x > 0.

2
Indication : étudier g(x) = X —1 — x — % sur [0, +-00[ en utilisant a).
c) Encadrer e en utilisant b) avec des valeurs de x.

Exercice 10 — Equation différentielle

a) Résoudre y' = —3y, y(0) =5.

b) Résoudre y' =2y, y(1) = €.

c) Un médicament se dégrade selon Q'(t) = —0,15 Q(t), Q(0) = 500 mg. Exprimer Q(t), puis déter-
miner la demi-vie.

Exercice 11 — Primitives et intégrales

Calculer :

d) Primitive de f(x) = (2x + 1)eX X,

Exercice 12 — Démonstrations de cours

ath _ qa b

a) Démontrer la relation fonctionnelle e
X
b) Démontrer limy_; 1o & = +00.

c) Démontrer que les solutions de y’ = ay sont y = Ce®*.
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Exercice 13 — Suite et exponentielle

up =1 upr1 = %(un +e7ln).
a) Montrer que up > 0 pour tout n.
b) Montrer que (up) est décroissante.
c) En déduire que (up) converge et déterminer sa limite.

Exercice 14 — Tangentes passant par I'origine

Déterminer toutes les tangentes a la courbe y = e* passant par |'origine.
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6 % Probleme — L’exponentielle par les séries

O Probléme style prépa

Ce probleme construit I'exponentielle a partir de sa série entiére, établit ses propriétés par cette
voie et explore la convergence de suites liées a e.

n Xk 2 3 XN

On définit, pourxeRetneN:S,,(x):ZF:1+x+%+%+---+—I.
k=0 "

Partie A — Convergence
k
1. Montrer que pour tout x € R et tout k > 2|x]| : ‘%’ < 21(%

U<l

Indication : pour k > 2|x|, 7 < 3.

k
2. En déduire que la série >~ 7y converge absolument pour tout x € R.

3. On note E(x) = limp— 400 Sn(x) = Z;{"i% );(—T Calculer E(0) et E(1).

Partie B — E vérifie E' = E
4. Calculer S)(x) et montrer que S,(x) = S,_1(x).
5. (Admis en terminale) En déduire que E'(x) = E(x).
6. Vérifier que E(0) = 1. Conclure que E = exp.

2 b
G-t

7. (Difficile) En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que Sp(a+b) = Zf:o ZJ,::o
8. En déduire que E(a+ b) = E(a) - E(b). Interpréter.

9. Montrer que pour tout n>1:0<e— Sp(1) < .

n:-n

Indication : majorer ZISHl % par une série géométrique.
10. Supposons e = g avec p, g € N*. Montrer que gle — q! S4(1) est un entier.

11. En déduire une contradiction en utilisant la question 9, et conclure que e est irrationnel.
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7 ¥ Corrigés détaillés
Exercice 1

a) 2.3 =23 =¢

b) 2—; =2 =¢3.

c) (e =e 4

d) "7 =7 (car "X = x pour x > 0).
e) Veb = e0/2 = &3,

f) e2In3+in4 —n3 . dnd _ gy 4—36

Exercice 2

d)3e¥=12 <= & =4 <= x=In4d=2In2.

Exercice 3

2151=€ = 2x-1>0 <= x> 3. 5= ]}, +o0.

a)e
b) e X<ed &= —x<3 <— x> -3.5=[-3 4.
€)X <7 <= x<In7.S5=]—-00,In7[.

d)ex22e9 — x2>29 < [x| >3 <= x<-3oux>3S=]-00,—-3]UJ[3 4oo[.

Exercice 4
a) X =eX>0.X2-5X+4=0,(X-1)(X—-4)=0,X=1ouX=4 x=00ux=In4=2In2.
b) X2 +3X -10=0, (X+5)(X —2)=0.Seul X =2>0. x = In2.

c)2X2—7X+3:O.A:49—24:25.Xz%,soitX:3ouX:%. Les deux sont > 0. x =In3
oux:ln%:—lnz

d) 4% = (22)* = (2¥)%2. Posons ¥ =2 > 0. Y2 -3Y —4 =0, (Y —4)(Y +1) =0. Seul Y =4 > 0.
X =4=22 x=2.

Exercice 5

a) f/(x) = 2xe* + x2eX = (2x + x2)e*X = x(x + 2)e~.

b) g'(x) =3¢ 4 (3x — 1)(—2)e > = (3 — 6x + 2)e =2 = (5 — b6x)e 2.

c) u(x) =x?—=3x+1, (x) =2x — 3. W(x) = (2x — 3)ex2_3x+1.

d) k() = o = e
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Exercice 6
a) limy_ 1 o0o(x3 — 2x)e™ = lim X _ZX = 0 (croissance comparée : ¥ bat x3).
b) limx_ _oo(x? + 1)eX. Posons t = —x — +o0 : (t2 +1)e"t =1 +1 0.

& —x? 1*X2/ex 1-0 _
€) &FT = Tiifer T 170 =1

d) X _ e X — eX(l _ ef2X) 400 - (1 — 0) = +00.

1 — 1, donc la limite est 2.

2x 2x
e)%zle2 . En posant u =2x — 0 :

Exercice 7

f(x) = xe .

a) limy_,_oo xe . Posons t = —x — +o00 : f = —tel — —co (car te! — +c0).

limx— 400 xe™* = lim & = 0 (croissance comparée).

b) f/(x) = e + x(—e ) = (1 — x)e”*. Comme e ¥ > 0 : signe de f’ = signe de 1 — x.

f'(x) > 0 pour x < 1, f/(x) =0 pour x = 1, f/(x) < 0 pour x > 1.

X —00 1 +o0
f'(x) + 0 -
fx) | -0 2 L N, 0
Maximum : f(1) =1-e71 = % ~ 0,368.
c) f(0) =0, f/(0) = (1 — 0)e® = 1. Tangente : y = x.
1

d) f(x) = k. D’apres le tableau, f atteint le maximum 3.

Si k >
Si k =

: aucune solution (k au-dessus du max).

D= o

. exactement une solution (x = 1).

Si0< k< % . la droite y = k coupe la courbe une fois sur | — 0o, 1[ (croissante de —oco a %) et une fois
sur |1, 4o00[ (décroissante de % a 0). Total : exactement 2 solutions.

Si k =0 : unique solution x = 0.

Si k < 0 : unique solution (car f va de —oo a 0, croissante jusqu'a x = 1).

Exercice 8
f(x) =(1—x)eX.

a) limy—4o00(1 — x)eX. On écrit f(x) = e¥ — xe*. Or ¥ — 400 et xe¥ — 400 : forme 400 — 0.
Factorisons : f(x) = e*(1 — x) — 400 - (—00) = —o0.

Plus rigoureusement : pour x > 2, 1 — x < —1 donc f(x) < —e¥ — —oc.

limx——oo(1 — x)eX. (1 — x) — 400, X — 0. Forme +o0 - 0. Ecrivons f(x) = eX — xeX, et xeX — 0
(variante 2 des croissances comparées). Donc f(x) — 0—0=0.

Asymptote y = 0 en —oc.

b) f/(x) = =¥ + (1 — x)eX = (=1 + 1 — x)eX = —xe*. Signe de f' = signe de —x.
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X —00 0 +00
'(x) + 0 -
f(x) 0 1 N\ —oo

Maximum : f(0) = (1 — 0)e® = 1.

) f(x) =0 <= (1—-x)=0<«= 1-x=0 <= x=1(careX #0). Pour x <1:f>0.Pour
x>1:f<0.

d) "(x) = —eX —xe¥ = —(1 + x)eX. f/(x) =0 <= x = -1
Point d'inflexion en (=1, f(—=1)) = (—1,2e71).
Tangente : f/(=1) = —(-1)e t=e bl y=el(x+1)+ 21 =e1(x+3).

Exercice 9

a)f(x)=eX—x—-1f(x)=eX-1.f(x)=0 < x=0. f <0sur]—o00,0[, f >0 sur]0, +oo.
Minimum f(0) = 0. Donc f(x) > 0 : e¥ > x + 1 pour tout x.

b) g(x):ex—l—x—xz—2 pour x > 0. g’(x) =¥ —1—x.

Para), e > x+1, donc g'(x) =eX —1—x > (x+1) —1— x = 0 pour tout x.

Ainsi g’ > 0 sur [0, +00[ : g est croissante. Comme g(0) =0, on a g(x) > 0 pour x > 0.

Dol X > 1+X+X2—2 pour tout x > 0.

c)x=1: e>1+1—|—%:2,5. On sait aussi e < 3.

On peut aller plus loin par le méme raisonnement : en posant h(x) = ¥ —1 — x — X; — Xg on montre
W(x)=g(x) >0 etc. Pourx=1:e>1+1+3+1="58~2667.

Avec un terme de plus: e > 1+ 1+ % + % + % = % ~ 2,708. Ceci converge vers e =~ 2,718.

Exercice 10

a) y' = —3y, y(0) = 5. Solutions de y’ = —3y : y(x) = Ce~3%. y(0) = C = 5. Donc y(x) = 5e~3.
b) Solutions de y’ = 2y : y(x) = Ce®*. y(1) = Ce? = €2, donc C = 1. y(x) = &2*.

c) Q(t) =500e %15 (mg).

Demi-vie : Q(ty)5) =250 <= e 05F =3 «= —015t=Inj=—In2 < t="F~462h

Exercice 11

1 1 2_
a) J3 2 ax — (3]} — 5.

b) 57 = % avec u = e + 1. "% & 1dx = [In(eX + ]2 =In(2+1) —In(1+1) =In3—In2=1In3.

2 2 2 2
c) xe¥ = % 2xeX = %u’e” avec u = x°. fol xeX¥ dx = %[ex 1§ = %.

d) u(x) = x?+x, '(x) =2x+1. (2x + 1)eX2+X = u'e". Primitive : F(x) = X 4 .
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Exercice 12

a) Fixons a € R. Posons g(x) = e .e™X.

g/(x) — e@tX . g™X 4 gatx, (_e—X) -0

g constante : g(x) = g(0) =e?-1=¢e? Pour x = b : e?"P.e7 P —¢? d'ot e@P =e?.¢b.
b) De eX > x+1, pour t >0 :et/2>1+ £ > £ doncel = (ef/?)? > t4—2.
Ainsi %:% > 7 pour x >0, et 7 — 400. D'oli %%+oo.

ax

c) Soit y solution de y’ = ay. Posons g(x) = y(x)e~

g(x) = ¥/ (x)e™ + y(x)(—ae~) = e=((x) — ay(x)) = 0 car ' = ay.

g constante : g(x) = C. Donc y(x) = Ce®. Réciproquement, y = Ce® vérifie y/ = aCe® = ay.

Exercice 13
f(x) = 3(x+e™), up =1, upr1 = f(un).

a)Siup>0:upyy = %(un—ke_“") > %(O—Fe_””) > 0 (car e7Y" > 0). Par récurrence : u, > 0 pour tout
n.

b) upy1 —up = %(u,, +e ) —u, = %(e_”” — up).

Posons p(x) = e X — x. ¢/(x) = —e7X — 1 < 0 : ¢ strictement décroissante. p(0) = 1 > 0, (1) =
el —1~—0,63<0.Parle TVI: ¢ s'annule en un unique a €]0, 1.
Pour x > a : ¢(x) <0, donc e™™ < x.

Or up = 1 > « et on peut montrer par récurrence que u, > « pour tout n (car f(o) = %(a +e ) =
%(a + a) = « et f est croissante au voisinage de «). Donc up 41 — up = %gp(un) < 0 : (up) décroissante.

) (un) décroissante et minorée par o > 0, donc converge vers ¢ > «. Par continuité de f : ¢ = f({) =
%(6 +e!), soit £ =e¢ ie le! =1. Clest I'unique point fixe o ~ 0,567 (constante Q de Lambert).
Exercice 14

On cherche les tangentes a y = eX passant par O(0, 0).

La tangenteen x =a:y =e(x —a)+e? =e?(x —a+1).

Passage par O : 0 =e(0 —a+1). Commee? #0: —a+1=0, soit a = 1.

Unique tangente : y = e(x — 1+ 1) = ex.

Vérification : la droite y = ex est bien tangente en (1,e) avec pente el = e.

Corrigé du probléeme

Partie A — Convergence

1. Pour k > 2|x| : %é%:%.
k ko
";{—,‘ = % Ecrivons k! =1-2--- k. Pour les facteurs j > 2|x| : % < % [l'y a au moins k — [2|x]] tels

facteurs. Pour k assez grand (disons k > N = [2|x]]) :

xle ﬁ x| _ IxIM (1)’“”
RN T T 2
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‘ N

Comme g est une constante et (5 Lyk=N

K
— 0, le terme général tend vers 0. Plus précisément, |%7| <
M .2~k pour une constante M, d’ou la majoration demandée (quitte a ajuster).

2. Commf > 2,% = Z(\%)k est une série géométrique convergente (raison \% < 1), par comparaison la
série > % converge absolument.
E(0) = Z;roc(’) (l)d =1 (tous les termes sont nuls sauf kK = 0).
E(1)zzj§g%:1+1+%+%+-.-z2,71828:e.
Partie B — E vérifie E' = E
K
4. Sn(x) = Yi—o %7, donc Sp(x) = Yj_ L = (k 1) En reindexant j = k — 1 : S)(x) =
1 d
70 3 = Sn-1(x).
5. (Admis) En passant a la limite : E'(x) = limp— 400 Sh(x) = limp— 100 Sp_1(x) = E(x).

6. £(0) =1 et E/ = E. Par I'unicité du théoréme fondamental : E = exp.

Partie C — Relation fonctionnelle

7. Par le bindme de Newton : (a + b)) = ZJ,::() (4)a’b/~". Donc :

a+b / i A b
e+ =2 <J,> :Zﬁ'(j—i)!

j! = J!

car JlI(J) ﬁ En sommant pour j =0,...,n:

i
n(a+b)= ZZT i

8. Quand n — +oo, cette double somme converge vers (3% I,’) (e, %n:) = E(a) - E(b) (produit
de Cauchy de séries absolument convergentes).

+b _ b

Conclusion : E(a+ b) = E(a) - E(b), ce qui redonne la relation fonctionnelle e? e? . e”.

9.e—5,(1) = Zk n+1%. Pour k > n+1:

1 1 1 1 1

K- i)l (120 +3) kS (nt D (ng1)krT

(car chaque facteur au dénominateur est > n+ 1). En sommant :

1 X1 1 n+1 1

IS G S Gy T e Dl 0l

(série géométrique de raison —) Et e — Sp(1) > 0 car tous les termes sont positifs.
10. Sie= g, posons N = gle — q! S4(1) = q!(g — S54(1)).
q!'Sq(1)=q' >3] _, % =>7 5 Z—: Chaque terme Z—: est un entier (car k < g). Donc gq! 54(1) € N

gle=gq!- g =(g—1)!-peN. Donc N = qgle— q! S4(1) est un entier.
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11. Par la question 9 avec n=q : 0 < e— 54(1) < 5!1_—(’, donc 0 < gl(e — 54(1)) < Cl,.
Ainsi0 < N < % < 1. Mais N est un entier positif : N > 1, ce qui contredit N < 1.

Conclusion : e est irrationnel.

Fin de la Fiche 10 — Fonction exponentielle

Tu maitrises maintenant la définition (f/ = f, £(0) = 1), la relation fonc-
tionnelle, les limites, les croissances comparées, la dérivée de e, les équa-
tions différentielles y’ = ay, et les équations avec changement de variable.

Le logarithme népérien, réciproque de I'exponentielle, est I'objet de la fiche suivante.

- Fiche 11 : Fonction logarithme népérien.
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